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Aufgabe 1. Sei Mh eine reguläre Triangulierung des Gebietes Ω und xI ein innerer
Knoten des Gitters und seien T I1 , . . . T

I
k die Dreiecke am Knoten xI . Dabei sei die Num-

merierung so, dass xI über Kanten des Gitters mit den Knoten xI1, . . . x
I
k verbunden ist

und das Dreieck T Im durch die Knoten xI , xIm, x
I
m+1 gegeben ist Hierbei ist die Indizierung

zyklisch, d.h. xIk+1 = xI1.
Drücken Sie die Einträge der Standard-Steifigkeitsmatrix der xI zugehörigen Spalte für
lineare Finite Elemente mit Hilfe der Flächen der Dreiecke und der Vektoren rIm :=
xIm − xI sowie lIm := xIm+1 − xIm aus.

Aufgabe 2. 1. Sei Tx = conv(p0, p1, p2), pi ∈ R2 ein Dreieck in kartesischen Koor-
dinaten und T̂λ das Referenz Dreieck in baryzentrischen Koordinaten. Zeigen Sie,
dass die entsprechenden Koordinatentransformationen gegeben sind duch

A : Tx → T̂λ, x 7→

 1 0
0 1
−1 −1

 (p1 − p0|p2 − p0)−1(x− p0) +

0
0
1


A−1 : T̂λ → Tx, λ 7→ (p1 − p0|p2 − p0)

(
λ0

λ1

)
+ p0.

2. Betrachten Sie Lagrange-Elemente k-ter Ordnung im Rd. Geben Sie eine Dar-
stellung der lokalen Steifigkeitsmatrix in Termen von ∂λj

ϕ und ∂xiλj (ϕ FE-
Basisfunktion in baryzentrischen Koordinaten, i = 1, . . . , d und j = 0, . . . , d) an
und schreiben Sie diese als M ×M− Matrix (M = dim Pk).

3. Berechnen Sie die Matrix explizit für d = 2, k = 2, a(x) = 1.

Erinnerung: Die Lagrangebasis ist gegeben durch

Lα(λ(x)) =
d∏
l=0

αl−1∏
j=0

λl(x)− j
k

αl
k −

j
k

für |α| = k

Aufgabe 3. Betrachten Sie das folgende Problem auf Ω = (0, 1)

−u′′ = f in Ω,
u = 0 auf ∂Ω,

und zeigen Sie
‖u− uh‖L∞ ≤ Chk+1|u|k+1,2,

wobei wie bisher h die Diskretisierungsfeinheit und k den Polynomgrad bezeichnet.
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Hinweis: Für festes x ∈ Ω suche man eine Darstellung von (u−uh)(x) in der Bilinearform
a(·, ·), d.h. (u−uh)(x) = a(u−uh, Gx). Dabei ist Gx(y) = G(x, y) die Greensche Funktion
in 1D,

G(x, y) = (1− x)|y|+ x|y − 1| − |x− y|.

Desweiteren betrachte man das Lemma von Aubin-Nitsche.

Aufgabe 4. Wiederholen Sie the Berechnung von Modell Problem 4.3 (Braess, Seite
54) für eine Triangulierung mit unterschiedlichen Gitterweiten h1 und h2 in x bzw. y
Richtung.
Was passiert wenn λ := h1

h2
→ 0?

(Hinweis: Diese Diskretisierung ist nicht konsistent.)
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