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Aufgabe 1. Zeigen Sie:

1. Für u(x) = ũ(r(x), ϕ(x)) mit x = (r sin(ϕ), r cos(ϕ)), gilt

∆u = ∂2
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(Laplace in Polarkoordinaten)

2. Für Φ ∈ (0, 2π] erfüllt u(x) = r
π
Φ sin(ϕ π

Φ) die Gleichung

−∆u = 0 in ΩΦ = {(r sin(ϕ), r cos(ϕ)) ∈ R2|r ∈ (0, 1), ϕ ∈ (0,Φ)}

und ist C2(ΩΦ) ∩ C0(ΩΦ).

Aufgabe 2. Sei B1(0) = {x ∈ R2 : |x| < 1} und g : ∂B1(0)→ R gegeben durch

g(cos(ϕ), sin(ϕ)) =
∞∑
k=1

(ak cos(kϕ) + bk sin(kϕ)).

Bestimmen Sie die Lösung von ∆u = 0 in B1(0) mit den Randwerten

∂ru(x) = g(x) for x ∈ ∂B1(0).

Aufgabe 3. Sei ∅ 6= Ω ⊂⊂ Rd ein offenes Gebiet. Betrachten Sie die biharmonische
Gleichung:

∆2u = f in Ω

u = r auf ∂Ω

∂nu = γ auf ∂Ω.

Dabei sei ∆2 = ∆∆. Zeigen Sie, dass eine glatte Funktion u ∈ C4(Ω) genau dann Lösung
ist, wenn Sie die Randbedingungen und die folgende schwache Formulierung erfüllt:∫

Ω
∆u∆ϕ =

∫
Ω
fϕ ∀ϕ ∈ H 2,2

0 (Ω).

Aufgabe 4. Betrachten Sie das biharmonische Problem aus Aufgabe 3 mit konvexem
polynomial berandetem Ω. Es existiere ein g ∈ H2,2(Ω) mit g = r und ∂ng = γ auf ∂Ω.
Sei f ∈ L2(Ω). Zeigen Sie, dass eine eindeutige Lösung in H2,2(Ω) existiert.

Hinweis: Betrachten Sie v := u− g und verwenden Sie den Satz von Lax-Milgram. Für
ϕ ∈ H 2,2

0 (Ω) und ∂Ω ∈ C0,1, Ω konvex gilt: ‖ϕ‖H2,2(Ω) ≤ C‖∆ϕ‖L2(Ω).
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