
1 Mehrgitterverfahren zur Lösung von

Linearen Gleichungssystemen

1.1 Motivation

1.1.1 Das Modellproblem

Um die im folgenden vorgestellten Ideen besser veranschaulichen zu können betrachten
wir als Modellproblem die Poison-Di�erentialgleichung

−∆u = f

auf dem Gebiet Ω := (0, 1) × (0, 1) mit u(x) = g(x) ∀x ∈ ðΩ̄. Multiplikation von
unendlich oft di�erenzierbaren Funktionen γ ∈ C∞0 (Ω) und Integration ergeben:

⇔ −
∫
Ω

∆uγ d(x, y) =
∫
Ω

fγ d(x, y) ∀γ ∈ C∞0 (Ω)

Partielle Integration (Satz von Green), sowie die Nullrandbedingungen für γ liefern dann:

⇔
∫
Ω

∇u∇γ d(x, y) =
∫
Ω

fγ d(x, y) ∀γ ∈ C∞0 (Ω)

Nun ist a(u, γ) :=
∫
Ω∇u∇γ d(x, y) eine elliptische und stetige Bilinearform auf H(Ω)10,

sowie die rechte Seite (f, γ)L2 nach dem Satz von Riesz eine stetige Linearform auf H(Ω)10.
Zerlegt man Ω nun in uniforme 3-Ecke der Gröÿe h und de�niert als Sh den endlich
dimensionalen Vektorraum der Funktionen, die auf den Knotenpunkten (xj , yj) ∈ Ωh

leben, kann man als Basis von Sh die stückweise linearen Funktionen (Ψi)N
i=1 wählen:

Ψi(xj , yj) := δij

Somit genügt es nun gegen jedes Element der Basis zu testen.
Die auf Sh eingeschränkte Lösung u besitzt bezüglich der endlichen Basis die Darstellung
uh(x, y) :=

∑N
k=1 uh,kΨk(x, y).

Es folgt also:

a(u,Ψi) =
N∑

j=1

uh,j · a(Ψk,Ψi) = (f,Ψi)L2 ∀1 ≤ i ≤ N
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Rechnet man die Integrale der Bilinearform aus ergibt sich für zi := (xi, yi) ∈ Ωh:

∫
Ω

∇Ψi∇Ψj d(x, y) =


4 i = j

−1 ‖zi − zj‖2 = h

0 sonst

Die rechte Seite de�nieren wir:

bi := (f,Ψi)L2

Somit erhält man ein lineares Gleichunssystem Auh = b mit dem Stern:0 1
4 0

1
4 1 1

4
0 1

4 0


Dieser entspricht zufällig dem Stern, der sich auch durch �nite Di�erenzen ergeben
würde. Da es sich mit �niten Di�erenzen wesentlich leichter und übersichtlicher um-
gehen lässt, werden wir im folgenden so tun, als könnten wir Ω mit einem Gitter von
(n − 1) · (n − 1) =: N inneren Punkten überziehen, welches man verfeinert, indem man
zwischen je zwei Punkten einen weiteren einfügt und vergröbert indem man jeden zweiten
Punkt weg läÿt. Der Abstand zwischen zwei Punkten von Ωh entspricht also immer der
Maschenweite h := 1

n−1

Desweiteren wollen wir unseren Vektor uk, 1 ≤ k ≤ N zweifach indizieren, so dass
uij , 1 ≤ i, j ≤ n− 1 den Funktionswerten uh(xi, yj),∀(xi, yj) ∈ Ωh entspricht.

1.1.2 Konvergenzrate und Fehlerreduktion

Fakt 1.1.1 Ist M die zu einem Iterationsverfahren gehörige Interationsmatrix, so ent-

spricht die Konvergenzrate dem Spektralradius ρ(M). D.h. in jedem Schritt wird der

Iterations-Fehler |x− x(k)| und den Faktor ρ(M) verkleinert.

Für unser Modellproblem und das Richardsonverfahren gilt:

Fakt 1.1.2 Die Eigenwerte der Matrix A sind

λi,j(A) =
4
h2

(
sin2

(
iπ

2n

)
+ (sin2

(
iπ

2n

))
1 ≤ i, j ≤ n− 1

Wählen wir als Dämpfungsfaktor Θ für die Richardsoniteration:

Θ =
1

λmax
=

h2

4 ·maxi,j

(
sin2

(
iπ
2n

)
+ (sin2

(
iπ
2n

)) ≈ h2

8
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so ergibt sich für ρ(MRich) = ρ(E −ΘA):

ρ(Mrich) = 1−Θλmin = 1− λmin

λmax
≈ 1− 1

2
·min

i,j

(
sin2

(
iπ

2n

)
+ sin2

(
jπ

2n

))
≤ 1−O(h2)

Dieser Wert wird angenommen, wenn der Iterationsfehler ek := x−xk ein Vielfaches des
zu λmin gehörigen Eigenvektors ist.

Fakt 1.1.3 Die zu den λi,j gehörigen Eigenvektoren von A sind:

vi,j(x, y) :=
1
2
h sin(ix) · sin(jy) 1 ≤ i, j ≤ n− 1, (x, y) ∈ Ωh

Fakt 1.1.4 Die vi,j bilden eine Basis des RN und sind orthonormal.

Für die niedrigen Frequenzen des Fehlers (i, j nahe bei Null) konvergiert das Verfahren
also am langsamsten.
Wir betrachten nun den Unterraum Vosz der �stark oszilierenden� Komponenten:

Vosz := span
{

vi,j , max{i, j} ≥ n

2

}
Mindestens einer der beiden Indizes i, j liegt also im �hochfrequenten� Teil des Fre-

quenzintervalls [1;n− 1].
Wir wollen nun zeigen, dass im hypothetischen Fall e(k) ∈ Vosz, das Richardson-Verfahren
schnellere Konvergenz ergäbe.

Lemma 1.1.1 x(0) sei eine Approximation von x, so dass gilt: e(0) := x(0) − x ∈ Vosz.

Dann liegen alle weiteren Fehler e(k) ebenfalls in Vosz und es gilt:

‖e(k)‖2 ≤
3
4
‖e(k−1)‖2

Beweis Da die vi,j eine orthonormale Basis bilden, können wir ‖x‖2 für jedes x ∈ RN

darstellen als:

‖x‖2 =

∥∥∥∥∥∥
n−1∑
i,j

γi,jvi,j

∥∥∥∥∥∥
2

=
n−1∑
i,j

|γi,j |2

wegen Mvij = (1−Θλij)vij liefert also die Anwendung von M auf den Interationsfehler

e(k) mit den Koe�zienten ξij:

‖e(k+1)‖2
2 = ‖Me(k)‖2

2

= ‖
∑

i,j ξij(1−Θλij)vij‖2
2

≤
∑

i,j |ξi|2|1−Θλij |2
≤ maxij |1−Θλij |

∑
i,j |ξij |2

= maxij |1−Θλij | · ‖e(k)‖2
2

Wenn man nun das für das Maximum für die in Vosz vorkommenden i, j bildet, wobei

oBdA i ≥ n
2 gelte, ergibt sich:

maxij |1−Θλij | = maxij |1− λij

λmax
| = maxij |1−

sin2( iπ
2n)+sin2( jπ

2n)
2 | ≤ |1− sin(π

4 )
2 | = 3

4

Liegt der Fehler also in Vosz, so verringert die Richardson-Iteration unabhängug von h
den Fehler um den Faktor 3

4 .
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1.1.3 Die Glättungseigenschaft

Dieses Ergebnis hat jedoch leider keinerlei praktische Bedeutung, da sich die Vorrausset-
zungen für Lemma 1.1.1 nur mit Aufwand herstellen lassen, der annährend so groÿ ist,
wie für die exakte Lösung von Ax = b.
Wir können jedoch festhalten:

Folgerung 1.1.1 Der Startfehler e(0) sei aufgespalten in:

e(0) = e(0)
osz + e

(0)
glatt, e(0)

osz ∈ Vosz, e
(0)
glatt ∈ Vglatt := V ⊥osz

Dann gilt nach k Iterationen für den Fehler e(k) = e
(k)
osz + e

(k)
glatt:

e
(k)
glatt = Mke

(0)
glatt, e(k)

osz = Mke(0)
osz

wobei der glatte Fehler nur sehr langsam verringert wird, für den oszilierenden Anteil

jedoch nach dem Lemma gilt:

‖Mke(0)
osz‖2 ≤

(
3
4

)k

‖e(0)
osz‖2

Das Richardsonverfahren dämpft also den �stark oszilierenden� Anteil des Fehlers we-
sentlich stärker als den �glatten�.
Gleiches gilt auch für die �Jacobi-Iteration�, das �Gauÿ-Seidel Verfahren� oder �SOR�.
Solche Verfahren bezeichnen wir im folgenden als �Glättungsiterationen� und verwenden
für sie in Anlehnung an das englische �Smoothing� die Bezeichnung S.
k Glättungsschritte angewand auf einen Vektor x(p) werden also notiert als x(p+k) =
Skx(p)

1.2 Das Mehrgitterverfahren

Da wir nun also ein Verfahren haben, das in Vosz den Fehler kräftig dämpft, wollen wir
nun ein Verfahren Φ für den komplementären Raum Vglatt �nden. Die Verknüpfung Φ◦S
besäÿe dann also in beiden Unterräumen gute Konvergenz.
Dabei verwenden wir die Idee, dass sich glatte Funktionen schon auf einem groben Gitter
recht gut annähren lassen.

1.2.1 Die Idee der Grobgitterkorrektur

Sei x̃l := Skx(0)l die Nährunglösung nach einigen wenigen (k) Glättungsschritten auf
der Gitterebene l. Dann ist
ẽl := xl − x̃l der exakte Fehler auf l und damit die Korrektur, mit der man aus x̃ die
exakte Lösung berechnen könnte:

A(x̃ + ẽ) = Ax = b
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Für den Fehler gilt also:

Alẽl = Al(xl − x̃l) = Alxl −Alx̃l = bl −Alx̃l =: dl

Die rechte Seite dl nennen wir �Defekt� auf der Gitterebene l.
Nach den letzten Abschnitten ist ẽl glatt, weÿhalb es möglich sein sollte ẽl schon auf
einem groben Gitter der Ebene l − 1 anzunähren:

ẽl ≈ p ẽl−1

wobei p die �Prolongation� Vl−1 → Vl bezeichnet.
Könnte man also das LGS

Al−1el−1 = bl−1, bl−1 := r dl

wobei r die �Restriktion� Vl → Vl−1 bezeichnet, auf Ωh exakt lösen, so wäre eine sehr
glatte Approximation von x gegeben.

1.2.2 Restriktion und Prolongation

Um unser Problem auf einem gröberen Gitter betrachten und die dort erhaltenen Ergeb-
nisse später auch wieder auf dem feinen Gitter verwenden zu können, sind Operatoren
�r� (Restriktion) und �p� (Prolongation) nötig.
Dabei seien die Vektoren xl und bl aus Vl

∼= RNl , mit Nl := #{(x, y) : (x, y) ∈ Ωh}.

Restriktion

Die Restriktion r ist eine lineare und surjektive Abbildung

r : Vl → Vl−1, l ≥ 0

welche die Feingitterfunktionen in Grobgitterfunktionen abbildet.
Die einfachste solche Abbildung ist im Fall Ωl−1 ⊂ Ωl die �triviale Restriktion� rtriv, wel-
che einfach die Punkte die nicht in Ωl−1 liegen wegfallen läÿt. Im Fall des Modellproblems
also:

rtrivul(x, y) = ul−1(x, y) ∀(x, y) ∈ Ωl−1

In der Praxis verwendet man jedoch meistens das gewichtete Mittel der Nachbarwerte
oder Ähnliches.

Prolongation

Die Prolongation p ist eine lineare und injektive Abbildung

p : Vl−1 → Vl, l ≥ 0

5



1 Mehrgitterverfahren zur Lösung von Linearen Gleichungssystemen

Für die Wahl der Prolongation gibt es viele Möglichkeiten. Bei unserem Modellproblem
bietet sich die stückweise lineare Interpolation zwischen den Gitterpunkten von Ωl−1 an:
Dazu übertragen wir zunächst alle Punkte von Ωl−1 nach Ωl mittels

p ul−1(x, y) := ul−1(x, y)

Dann interpoloieren wir zeilenweise (∀(x, y) ∈ Ωl−1 : x
hl

gerade ∧ y
hl

ungerade):

p ul−1(x, y) :=
1
2
(ul−1(x + hl, y) + ul−1(xlhl, y))

Dann spaltenweise (∀(x, y) ∈ Ωl−1 : x
hl

ungerade ∧ y
hl

gerade):

p ul−1(x, y) :=
1
2
(ul−1(x + hl, y) + ul−1(xlhl, y))

Und zuletzt die verbleibenden Punkte (∀(x, y) ∈ Ωl−1 : x
hl

ungerade ∧ y
hl

ungerade)::

p ul−1(x, y) :=
1
4
(ul−1(x + hl, y) + ul−1(x− hl, y) + ul−1(x, y + hl) + ul−1(x, y − hl))

Dieses Verfahren (9 Punkte Prolongation) läÿt sich auch als Stern darstellen:1
4

1
2

1
4

1
2 1 1

2
1
4

1
2

1
4


Die Matrizen für Restriktion und Prolongation sind immer schwach besetzt, d.h. man

wird sie niemals wie eine vollbesetzte Matrix abspeichern, sondern sie in Form eines Ope-
rators (eine Funktion, die zu gegebenem Vektor x die Restringierte rx bzw Prolongierte
px zurück liefert) bereit halten.

1.2.3 Der Mehrgitter-Algorithmus

Im folgenden bezeichne S := Sl den Glätter auf der Gitterebene l. p und r entsprechen
jeweils den zur aktuellen Gitterebene gehörigen Prolongationen pl, bzw Restriktionen rl.

Wir betrachten eine gegebene Nährung xl,k der Lösung im k-ten Zyklus auf der Git-
terebene l ≥ 1:
Mehrgitter-Iteration MGIl:
Schritt 1: A priori Glättung

Man führe ν1 Glättungsschritte durch:

xl,k = Sν1xl,k

Schritt 2: Grobgitterkorrektur
Man berechne den Defekt

dl = bl −Alx
l,k
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und anschlieÿend bl−1 indem man den Defekt auf das nächst gröbere Gitter restringiert:

bl−1 = rdl

Sei nun
Al−1ỹ

l−1 = bl−1

Für l ≥ 1 berechne man eine Nährung yl−1 von ỹl−1 indem man µ Schritte von MGIl−1

mit dem Startwert xl−1,0 = 0 ausführt.
Ist l = 0 berechne man die Lösung yl−1 exakt und setze ỹl−1 = yl−1.
Jetzt setzt man

xl,k = xl,k + pyl−1

Schritt 3: A posteriori Glättung

Man führe ν2 Glättungsschritte durch:

xl,k = Sν2xl,k

Die Wahl der pl und rl sowie der Parameter ν1, ν2 und µ haben zum Teil erheblichen
Ein�uÿ auf die Konvergenzgeschwindigkeit. Hierauf soll auch nicht weiter eingegangen
werden, es sei nur angemerkt, dass man eine Iteration mit µ = 1 als �V-Cycle� und mit
µ = 2 als �W-Cycle� bezeichnet.
Desweiteren wählt man der Einfachheit halber oft ν2 = 0 - im Falle des �V-Cycles� ist es
jedoch besser ν1 = ν2 zu wählen.

1.2.4 Konvergenz
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