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Aufgabe 47:

Sei f : R → R eine glatte Funktion, und sei x∗ ∈ R mit f(x∗) = 0 und f ′(x∗) 6= 0. Konstruiere ein
Fixpunktverfahren, das lokal von dritter Ordnung gegen x∗ konvergiert.
Hinweis: Nutze für die Verfahrensfunktion den Ansatz

Φ(x) = x − f(x)

f ′(x)
− g(x)f(x)2

mit einer geeignet zu wählenden Funktion g. (10 Punkte)

Aufgabe 48:

a) Sei f : [0,∞) → R konvex und differenzierbar. Es gelte f(0) ≤ 0 und f ′(0) > 0. Zeige, dass f genau eine
Nullstelle x∗ besitzt und das Newtonverfahren zu jedem Startwert x0 ≥ 0 gegen x∗ konvergiert.
b) Konstruiere ein quadratisch konvergentes Iterationsverfahren zur Bestimmung der Wurzel p

√
q für p > 1,

q > 0. (10 Punkte)

Aufgabe 49:

a) Zeige, dass es genau eine positive Lösung x̃ der Gleichung

arctanx =
2x

1 + x2

gibt.
b) Zeige, dass das Newtonverfahren zu der Funktion

f(x) = arctanx

mit dem Startwert x0 genau dann konvergiert, wenn

|x0| < x̃. (10 Punkte)

Aufgabe 50:

Die Funktion f : R → R habe in x∗ ∈ R eine m-fache Nullstelle, d.h. es gebe eine Funktion g : R → R mit

f(x) = (x − x∗)mg(x) und g(x∗) 6= 0.

Ferner sei vorausgesetzt, dass f und g genügend glatt sind. Zeige, dass die erste Ableitung der Verfahrens-
funktion

Φ(x) = x − f(x)

f ′(x)

des Newtonverfahrens stetig nach x∗ fortsetzbar ist mit

Φ′(x∗) = 1 − 1

m
.

Gemäß Lemma 2 in Kapitel 5 der Vorlesung ist das Verfahren für m ≥ 2 nur lokal linear, aber nicht lokal
quadratisch konvergent. Zeige, dass man jedoch ein lokal quadratisch konvergentes Verfahren erhält, falls
man Φ(x) durch

Φm(x) = x − m
f(x)

f ′(x)

ersetzt. (10 Punkte)



Programmieraufgabe 4:

Schreibe ein C-, C++- oder Javaprogramm für das Newtonverfahren in einer Raumdimension. Zur Konver-
genzbeschleunigung bei Nullstellen höherer Ordnung soll wie in Aufgabe 50 der zusätzliche, vom Benutzer
wählbare Faktor m in die Verfahrensfunktion eingefügt werden:

Φ(x) = x − m
f(x)

f ′(x)
.

Formuliere und implementiere geeignete Stoppkriterien. Teste das Programm mit den folgenden Beispielen
und beurteile jeweils anhand der numerischen Ergebnisse die Konvergenzgeschwindigkeit.
a) f(x) = arctanx, x0 = 1, 1, m = 1,
b) f(x) = arctanx, x0 = 1, 5, m = 1,
c) f(x) = cosx − 1, x0 = 1, m = 1,
d) f(x) = cosx − 1, x0 = 1, m = 2,
e) f(x) = cosx − 1, x0 = 1, m = 3,

f) f(x) = e
−1

x2 , x0 = 0, 1, m = 1,

g) f(x) = e
−1

x2 , x0 = 0, 1, m = 2,

h) f(x) = e
−1

x2 , x0 = 0, 1, m = 10.
(10 Punkte)
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