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Aufgabe 21:

Bestimme die Eigenvektoren, die Eigenwerte und die Determinante folgender Matrizen:

Qv = I − 2vvH für Vektoren v ∈ C
n mit ‖v‖2 = 1

Rϕ =

(

cosϕ sin ϕ

− sin ϕ cosϕ

)

(Rotation in 2D)

Zeige, dass jede Spiegelung in R2 an einer Geraden durch den Nullpunkt von der Form

Sϕ =

(

cosϕ sin ϕ

sinϕ − cosϕ

)

für ein geeignetes ϕ ∈ R ist. (10 Punkte)

Aufgabe 22:

Sei v ∈ Cn mit ‖v‖2 = 1. Zeige die folgenden Eigenschaften der Householder-Reflektionen:
a) QH

v = Qv.
b) Q2

v = I .
c) Qv(s + αv) = s − αv für alle α ∈ C und alle Vektoren s ∈ C

n mit sHv = 0. Qv beschreibt also eine
Spiegelung an der senkrecht auf v stehenden Hyperebene durch den Nullpunkt.
d) Die Matrix S ∈ Cn×n beschreibe eine Spiegelung, d.h. es gebe einen Unterraum U ⊂ Cn mit dimC U = 1,
so dass Su = −u für alle u ∈ U und Sx = x für alle x ∈ U⊥. Zeige, dass S eine Householder-Reflektion Qv

ist, die bis auf Skalierung von v mit dem Faktor -1 eindeutig ist.
e) Zeige, dass für jede unitäre Matrix Q ∈ Cn×n und jeden Vektor x ∈ Cn gilt:

‖Qx‖2 = ‖x‖2.

Zeige, dass jede Matrix Q ∈ Cn×n mit dieser Eigenschaft unitär ist. Zeige ferner, dass jede unitäre Matrix
Q den Bedingungen

‖Q‖2,2 = 1 und cond2 Q = 1

genügt. (10 Punkte)

Aufgabe 23:

Bestimme die QR-Zerlegungen der Matrizen
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,

A mittels Householder-Reflektionen und B mittels Givens-Rotationen. (10 Punkte)

Aufgabe 24:

Sei A ∈ Cn×n eine Matrix, und seien a1, a2, . . . , an ∈ Cn ihre Spaltenvektoren. Zeige die Abschätzung

| det A| ≤

n
∏

i=1

√

aH
i ai.

(10 Punkte)



Programmieraufgabe 2:

Schreibe ein C-, C++- oder Javaprogramm, das die QR-Zerlegung einer Matrix A ∈ Rn×n mittels Householder-
Transformationen berechnet. Löse damit die folgenden linearen Gleichungssysteme Ax = b:
a)

A =









2 1 −1 3
−2 −1 3 4
−3 0 2 1
0 1 3 −2









b =









6
1
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−3









b)

A =

(

1

i + j − 1

)

i,j=1,...,n

und b =





n
∑

j=1

1

i + j − 1





i=1,...,n

für n = 5, 10, 20, 100.
Interpretiere die Ergebnisse. Zur Kontrolle: die exakte Lösung für b) ist x = (1, . . . , 1)T . (10 Punkte)


