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Aufgabe 54:

Das Interpolationspolynom P ∈ Pn zu gegebenen paarweise verschiedenen Stützstellen x = (x0, . . . , xn)T

und Funktionswerten f = (f0, . . . , fn)T kann auf verschiedene Arten dargestellt werden:

Potenzform: P (x) =
n

∑

j=0

aP
j xj

Lagrange–Form: P (x) =
n

∑

j=0

aL
j `jn(x) mit `jn =

∏

k=0,...,n

k 6=j

x − xk

xj − xk

Newton–Form: P (x) =

n
∑

j=0

aN
j ωj(x) mit ωj(x) =

j−1
∏

k=0

(x − xk)

a) Offenbar ist die Zuordnung der Funktionswerte zu den Koeffizienten bei festen Stützstellen linear. Bestim-
me die zugehörigen Matrizen MP , ML, MN ∈ R

(n+1)×(n+1), also die Matrizen mit MP f = aP , MLf = aL

und MN f = aN . Die Bestimmung der Koeffizienten entspricht der Invertierung dieser Matrizen. Welcher
Aufwand dafür ergibt sich durch die Struktur der Matrizen?
b) Bestimme zu x = (0, 2, 3)T und f = (2, 3, 8)T alle drei Darstellungen des Interpolationspolynoms, die
letzte mit Hilfe des Rekursionsschemas der dividierten Differenzen. (10 Punkte)

Aufgabe 55:

Sei P ∈ P3 das Interpolationspolynom mit P (xi) = fi, wobei

xi −1 0 1 3
fi 5 −6 −9 33

Berechne mit Hilfe der Rekursionsformel von Aitken (Lemma 8.3.13 der Vorlesung) den Wert P (2).
(8 Punkte)

Aufgabe 56:

Es seien paarweise verschiedene Stützstellen xi ∈ R und Funktionswerte f(xi) ∈ R für i = 0, . . . , n gegeben.
Zeige:
a) Für jede Permutation σ ∈ Sn+1 gilt

[x0, x1, . . . , xn]f = [xσ(0), xσ(1), . . . , xσ(n)]f,

d.h. daß die dividierten Differenzen unabhängig von der Reihenfolge der Stützstellen sind.
b)

[x0, . . . , xn]f =

n
∑

j=0

f(xj)
∏

i=0,...,n
i6=j

(xj − xi)
(10 Punkte)



Aufgabe 57:

Bei der Analyse der Approximationseigenschaften interpolierender Polynome spielen die Tschebyscheff–
Polynome eine wichtige Rolle, vgl. Vorlesung. Sie sind rekursiv durch T0(x) = 1, T1(x) = x und

Tk(x) = 2xTk−1(x) − Tk−2(x) für k ≥ 2

definiert.
a) Berechne und skizziere T0, T1, . . . , T4.
b) Zeige, daß auf dem Intervall [−1, 1] gilt:

Tk(x) = cos(k(arccosx)).

c) Zeige, daß (bei Verwendung einer komplexwertigen Wurzelfunktion) auf R gilt:

Tk(x) =
1

2

(

(

x +
√

x2 − 1
)k

+
(

x −
√

x2 − 1
)k

)

.

d) Zeige, daß die Tschebyscheff–Polynome auf R der Differentialgleichung

(1 − x2)T ′′
k (x) − xT ′

k(x) + k2Tk(x) = 0

genügen.
e) Zeige, daß die Tschebyscheff–Polynome der Orthogonalitätsrelation

∫ 1

−1

1√
1 − x2

Tk(x)Tl(x) dx =











0 falls k 6= l
π
2 für k = l 6= 0

π für k = l = 0

genügen. (15 Punkte)
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