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Aufgabe 1: (3+3 Punkte)

Es seien α, β ∈ Ω1(R3) definiert durch

a) α(x, y, z) := (x2 − yz) dx + (y2 − xz) dy − xy dz,

b) β(x, y, z) := (x2 − yz) dx + (y2 − xz) dy + xy dz.

Sind α, β exakt? Geben Sie gegebenenfalls Fα, Fβ ∈ Ω0(R3) an, so dass dFα = α bzw.
dFβ = β.

Lösung:

a) α(x, y, z) = (x2 − yz) dx + (y2 − xz) dy − xy dz

Wir überprüfen zunächst, ob α geschlossen ist. Wäre dies nicht der Fall, so könnte
α nicht exakt sein, da für α exakt gilt dα = d(dFα) = 0. Es ist

dα = −z dy ∧ dx − y dz ∧ dx − z dx ∧ dy − x dz ∧ dy − y dx ∧ dz − x dy ∧ dz = 0,

also ist α geschlossen.
Nun bestimme Fα wie folgt: Fα = 1

3
x3 + 1

3
y3 − xyz, dann gilt dFα = α.

b) β(x, y, z) = (x2 − yz) dx + (y2 − xz) dy + xy dz

Analog zu oben bestimmen wir dβ:

dβ = −z dy∧dx−y dz∧dx−z dx∧dy−x dz∧dy+y dx∧dz+x dy∧dz = 2y dx∧dz+2x dy∧dz

also ist β nicht geschlossen und folglich nicht exakt.
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Aufgabe 2: (6 Punkte)

Sei die Form ω ∈ Ωn−1(Rn) für n ∈ N, n ≥ 2, gegeben durch

ω(x) :=
n∑

l=1

(−1)n+l+1al(x) dx1 ∧ . . . ∧ dxl−1 ∧ d̂xl ∧ dxl+1 ∧ . . . ∧ dxn

mit x ∈ R
n und al : R

n → R. Weiterhin definieren wir T : U → R
n, U ⊂ R

n−1 offen, durch

u = (u1, . . . , un−1) → T (u) := (u1, . . . , un−1, f(u)) ,

wobei f : U → R eine stetig differenzierbare Funktion sei.
Berechnen Sie die Zurückziehung T ∗ω.

Lösung:

T ∗ω(u) =
n∑

l=1

(−1)n+l+1 (al ◦ T )(u) dT1 ∧ · · · ∧ d̂Tl ∧ · · · ∧ dTn (1)

=
n∑

l=1

(−1)n+l+1 (al ◦ T )(u) du1 ∧ · · · ∧ d̂ul ∧ · · · ∧

n−1∑

k=1

∂f

∂uk

(u)duk (2)

=
n−1∑

l=1

(−1)n+l+1 (al ◦ T )(u) du1 ∧ · · · ∧ d̂ul ∧ · · · ∧
∂f

∂ul

(u)dul (3)

+ (−1)2n+1 (an ◦ T )(u) du1 ∧ · · · ∧ dun−1 (4)

=
n−1∑

l=1

(−1)n+l+1 · (−1)n−l−1 · (al ◦ T )(u) ·
∂f

∂ul

(u) du1 ∧ · · · ∧ dun−1 (5)

− (an ◦ T )(u) du1 ∧ · · · ∧ dun−1 (6)

=

(
n−1∑

l=1

(al ◦ T ) ·
∂f

∂ul

(u) − an ◦ T

)
(u) du1 ∧ · · · ∧ dun−1 (7)

Erläuterungen zu den einzelnen Schritten:

(1) Definition der Zurückziehung.

(2) Ausrechnen von (1) mit der Definition von T und dTn.

(3) In der hinteren Summe fallen alle Summanden weg, wo die gleiche 1-Form vorne schon
auftaucht.

(4) Letzter Summand einzeln aufgeschrieben, da er etwas anders aussieht.

(5) Vertauschen der 1-Formen mit Vorzeichenwechsel.

(6) 2n + 1 ist ungerade.

(7) Umformung für schönere Notation.
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Aufgabe 3: (3+3+4 Punkte)

a) Es sei ϕ : [r, R] × [0, K] → R
3 mit 0 < r < R < ∞ und K > 0 definiert durch

ϕ(t1, t2) :=




t1 cos(t2)
t1 sin(t2)

ht2



 ,

h > 0. Berechnen Sie die Gramsche Determinante von ϕ.

b) Nun sei ϕ : [r, R] × [0, K] → R
2 gegeben durch

ϕ(t1, t2) :=

(
t1 cos3(t2)
t1 sin3(t2)

)
.

Berechnen Sie die Gramsche Determinante von ϕ.

c) Benutzen Sie den Satz von Stokes, um das Kurvenintegral
∫

γ
y2 dx+x dy zu bestimmen,

wobei γ : [0, 2π] → R
2 durch γ(t) := (2 cos3(t), 2 sin3(t))t parametrisiert ist.

(Tipp: Man benötigt Aufgabenteil b.)

Lösung:

a) Jacobi Matrix von ϕ:

Dϕ(t1, t2) =




cos(t2) −t1 sin(t2)
sin(t2) t1 cos(t2)

0 h



 .

(Dϕ)tDϕ =

(
cos2(t2) + sin2(t2) −t1 sin(t2) cos(t2) + t1 sin(t2) cos(t2)

−t1 sin(t2) cos(t2) + t1 sin(t2) cos(t2) t21 sin2(t2) + t21 cos2(t2) + h2

)

=

(
1 0
0 t21 + h2

)

Also
det
(
(Dϕ)tDϕ

)
= t21 + h2.

b) Jacobi Matrix von ϕ:

Dϕ(t1, t2) =

(
cos3(t2) −3t1 cos2(t2) sin(t2)
sin3(t2) 3t1 sin2(t2) cos(t2)

)
.

Also
det
(
(Dϕ)tDϕ

)
= (3t1 sin2(t2) cos2(t2))

2.

c)
dω = (1 − 2y) dx ∧ dy
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Die Kurve γ schließt die Fläche ein, die durch ϕ aus Aufgabenteil b) mit r = 0, R = 2
und K = 2π beschrieben wird. Also

∫

γ

ω =

∫

ϕ

dω =

∫

ϕ

(1 − 2y) dxdy

=

∫
2

0

∫
2π

0

(
3t1 sin2(t2) cos2(t2) − 6t1 sin5(t2) cos2(t2)

)
dt2dt1

=

∫
2

0

(
3t1

([
sin3(t2) cos(t2)

4

]2π

0

+
1

4

∫
2π

0

sin2(t2) dt2

)

−6t1

([
sin6(t2) cos(t2)

7

]2π

0

+
1

7

∫
2π

0

sin5(t2) dt2

))
dt1

=

∫
2

0

(
3t1(0 +

π

4
) − 6t1(0 + 0)

)
dt1

=

[
3

8
πt21

]2

0

=
3

2
π.
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Aufgabe 4: (8 Punkte)

Für U ⊂ R
3 offen sei das Vektorfeld v ∈ C∞(U ; R3) definiert durch

v(x, y, z) :=




0

y2z2

xyz



 .

Verifizieren Sie den Gauß’schen Integralsatz
∫

D

dωv =

∫

∂D

ωv

anhand des Vektorfeldes v und des Würfels D := {(x, y, z) ∈ R
3 | 0 < x, y, z < a}. Dabei ist

ωv ∈ Ωn−1(Rn) definiert durch

ωv :=
n∑

i=1

(−1)i−1vi dx1 ∧ . . . ∧ dxi−1 ∧ d̂xi ∧ dxi+1 ∧ . . . ∧ dxn.

(Tipp: Beachten Sie die Orientierung der Flächenstücke des Würfels!)

Lösung:

Es ist
ωv = −y2z2 dx ∧ dz + xyz dx ∧ dy

und damit

dωv = −2yz2 dy ∧ dx ∧ dz + xy dz ∧ dx ∧ dy

= 2yz2 dx ∧ dy ∧ dz + xy dx ∧ dy ∧ dz

= y(2z2 + x) dx ∧ dy ∧ dz .

Also ergibt sich
∫

D

dωv =

∫ a

0

∫ a

0

∫ a

0

y(2z2 + x) dx dy dz

=

∫ a

0

∫ a

0

1

2
a2(2z2 + x) dx dz

=

∫ a

0

1

2
a2

(
2z2a +

1

2
a2

)
dz

=
1

2
a2

(
2

3
a4 +

1

2
a3

)
=

1

3
a6 +

1

4
a5 .

Die sechs Seitenflächen des Würfels können parametrisiert werden durch die Funktionen
ϕi : (0, a) × (0, a) → R

3 , i = 1, . . . , 6 :

ϕ1(t1, t2) :=




a − t1

t2
0



 , ϕ2(t1, t2) :=




t1
t2
a





ϕ3(t1, t2) :=




t1
0
t2



 , ϕ4(t1, t2) :=




t1
a

a − t2





ϕ5(t1, t2) :=




0
t1

a − t2



 , ϕ6(t1, t2) :=




a

t1
t2
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Für i = 1, 3, 5, 6 gilt offensichtlich
∫

ϕi

ωv = 0 (z.B. ist für i = 1: z = 0 oder für i = 6 gilt

d(ϕ6)1 = da = 0). In den anderen Fällen rechnet man

∫

ϕ2

ωv =

∫

ϕ2

(
−y2z2 dx dz + xyz dx dy

)

=

∫ a

0

∫ a

0

(
t22a

2 dt1 da + t1t2a dt1 dt2
)

= 0 +

∫ a

0

t1
1

2
a3 dt2

=
1

2
a3

(
1

2
a2

)
=

1

4
a5 ,

sowie
∫

ϕ4

ωv =

∫

ϕ4

(
−y2z2 dx dz + xyz dx dy

)

=

∫ a

0

∫ a

0

(
a2(a − t22) dt1 dt2 + at1t2 dt1 da

)

=

∫ a

0

a3(a2 − 2at2 + t22) dt2 + 0

= a3

(
a3 − a3 +

1

3
a3

)
=

1

3
a6 .

Damit erhält man also
∫

∂D

ωv =

∫

ϕ2

ωv +

∫

ϕ4

ωv =
1

4
a5 +

1

3
a6 =

∫

D

dωv ,

was zu zeigen war.
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Aufgabe 5: (2+2+2+2 Punkte)

Gegeben sei die von dem reellen Parameter a abhängige 1-Form ωa ∈ Ω1(R3)

ωa(x, y, z) := ((2 − a)y + yez) dx + (ax + xez) dy + xyez dz.

a) Für welches a0 ist ωa0
geschlossen? Ist ωa0

exakt?

b) Sei nun a = 1. Berechnen Sie das Integral
∫

γ
ω1 mit γ : [0, 1] → R

3 gegeben durch

γ(t) :=




t

t2

t − t2



 .

c) Stellen Sie ωa als Summe zweier Differentialformen α, β ∈ Ω1(R3) dar, so dass ωa =
α + β und dα = 0 ist.

d) Berechnen Sie nun das Integral
∫

ϕ

ωa =

∫

ϕ

α +

∫

ϕ

β

mit ϕ : [0, 2π] → R
3 gegeben durch

ϕ(t) :=




cos(t)
sin(t)
cos(2t)



 .

Lösung:

a)

dωa = − ((2 − a) + ez) dx ∧ dy − yezdx ∧ dz

+ (a + ez) dx ∧ dy − xezdy ∧ dz

+ yezdx ∧ dz + xezdy ∧ dz

=2 (a − 1) dx ∧ dy

⇒ dωa = 0 für a = 1

Stammfunktion: Fω1
= xyez + xy

⇒ dFω1
= ω1 = (y + yez) dx + (x + xez) dy + xyezdz

⇒ ω1 ist exakt.

b) Es gilt nach dem Satz von Stokes
∫

γ

ω1 =Fω1
◦ γ (1) − Fω1

◦ γ (0)

=2 − 0 = 2,

wobei γ(0) und γ(1) die beiden Endpunkte der Kurve γ sind, also ∂γ = {γ(0), γ(1)}.
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c) Es ist
ωa = α + β

z.B. mit α = yezdx + xezdy + xyezdz

und β = (2 − a) ydx + axdy .

Dann gilt

dα = − ezdx ∧ dy − yezdx ∧ dz

+ ezdx ∧ dy − xezdy ∧ dz

+ yezdx ∧ dy − xezdy ∧ dz

=0

Alternativ könnte man wählen:

α = ω1 ⇔ dα = dω1 = 0

und β = (1 − a) ydx + (a − 1) xdy

d) ϕ ist eine geschlossene Kurve und daher Rand eines Gebietes D mit ∂D = ϕ. Also

∫

ϕ

α =

∫

D

dα = 0 (dα = 0 aus Aufgabe c) bekannt)

Für das β-Integral folgt

∫

ϕ

β =

∫

ϕ

((2 − a) dx + a x dy)

=

∫
2π

0

(a − 2) sin2 (t) dt +

∫
2π

0

a cos2 (t) dt

=2π (a − 1)
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Aufgabe 6: (2+2 Punkte)

Es sei q ∈ (0, 1), In := [n, n + qn

n
] und f : R → R gegeben durch

f(x) :=

{
n falls x ∈ In, ∀n ∈ N

0 falls x ∈ R \
⋃

n∈N
In

.

a) Zeigen Sie limx→∞ f(x) 6= 0 und

b) bestimmen Sie
∫

R
f(x) dx.

Lösung:

a) Es gibt ein ǫ > 0 (z.B. ǫ = 1

2
), so dass zu jedem y ∈ R ein x > y existiert mit f(x) > ǫ,

nämlich z.B. x = p ∈ N mit p > y. Dann ist x ∈ Ip und f(x) = p > ǫ.
Also limx→∞ f(x) 6= 0.

b) Es ist

∫

R

f(x)dx =
∞∑

n=1

nλ1(In)

=
∞∑

n=1

n
qn

n
=

∞∑

n=1

qn

=
1

1 − q
− 1 =

q

1 − q
.

Die Summe konvergiert, da |q| < 1.
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