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Probeklausur

Aufgabe 1: (3+3 Punkte)

Es seien α, β ∈ Ω1(R3) definiert durch

a) α(x, y, z) := (x2 − yz) dx + (y2 − xz) dy − xy dz,

b) β(x, y, z) := (x2 − yz) dx + (y2 − xz) dy + xy dz.

Sind α, β exakt? Geben Sie gegebenenfalls Fα, Fβ ∈ Ω0(R3) an, so dass dFα = α bzw.
dFβ = β.

Aufgabe 2: (6 Punkte)

Sei die Form ω ∈ Ωn−1(Rn) für n ∈ N, n ≥ 2, gegeben durch

ω(x) :=
n∑

l=1

(−1)n+l+1al(x) dx1 ∧ . . . ∧ dxl−1 ∧ d̂xl ∧ dxl+1 ∧ . . . ∧ dxn

mit x ∈ R
n und al : R

n → R. Weiterhin definieren wir T : U → R
n, U ⊂ R

n−1 offen, durch

u = (u1, . . . , un−1) → T (u) := (u1, . . . , un−1, f(u)) ,

wobei f : U → R eine stetig differenzierbare Funktion sei.
Berechnen Sie die Zurückziehung T ∗ω.

Aufgabe 3: (3+3+4 Punkte)

a) Es sei ϕ : [r, R] × [0, K] → R
3 mit 0 < r < R < ∞ und K > 0 definiert durch

ϕ(t1, t2) :=




t1 cos(t2)
t1 sin(t2)

ht2



 ,

h > 0. Berechnen Sie die Gramsche Determinante von ϕ.

Bitte wenden!
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b) Nun sei ϕ : [r, R] × [0, K] → R
2 gegeben durch

ϕ(t1, t2) :=

(
t1 cos3(t2)
t1 sin3(t2)

)
.

Berechnen Sie die Gramsche Determinante von ϕ.

c) Benutzen Sie den Satz von Stokes, um das Kurvenintegral
∫

γ
y2 dx+x dy zu bestimmen,

wobei γ : [0, 2π] → R
2 durch γ(t) := (2 cos3(t), 2 sin3(t))t parametrisiert ist.

(Tipp: Man benötigt Aufgabenteil b.)

Aufgabe 4: (8 Punkte)

Für U ⊂ R
3 offen sei das Vektorfeld v ∈ C∞(U ; R3) definiert durch

v(x, y, z) :=




0

y2z2

xyz



 .

Verifizieren Sie den Gauß’schen Integralsatz

∫

D

dωv =

∫

∂D

ωv

anhand des Vektorfeldes v und des Würfels D := {(x, y, z) ∈ R
3 | 0 < x, y, z < a}. Dabei ist

ωv ∈ Ωn−1(Rn) definiert durch

ωv :=
n∑

i=1

(−1)i−1vi dx1 ∧ . . . ∧ dxi−1 ∧ d̂xi ∧ dxi+1 ∧ . . . ∧ dxn.

(Tipp: Beachten Sie die Orientierung der Flächenstücke des Würfels!)

Aufgabe 5: (2+2+2+2 Punkte)

Gegeben sei die von dem reellen Parameter a abhängige 1-Form ωa ∈ Ω1(R3)

ωa(x, y, z) := ((2 − a)y + yez) dx + (ax + xez) dy + xyez dz.

a) Für welches a0 ist ωa0
geschlossen? Ist ωa0

exakt?

b) Sei nun a = 1. Berechnen Sie das Integral
∫

γ
ω1 mit γ : [0, 1] → R

3 gegeben durch

γ(t) :=




t

t2

t − t2



 .

c) Stellen Sie ωa als Summe zweier Differentialformen α, β ∈ Ω1(R3) dar, so dass ωa =
α + β und dα = 0 ist.

Fortsetzung auf Seite 3!
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d) Berechnen Sie nun das Integral

∫

ϕ

ωa =

∫

ϕ

α +

∫

ϕ

β

mit ϕ : [0, 2π] → R
3 gegeben durch

ϕ(t) :=




cos(t)
sin(t)
cos(2t)



 .

Aufgabe 6: (2+2 Punkte)

Es sei q ∈ (0, 1), In := [n, n + qn

n
] und f : R → R gegeben durch

f(x) :=

{
n falls x ∈ In, ∀n ∈ N

0 falls x ∈ R \
⋃

n∈N
In

.

a) Zeigen Sie limx→∞ f(x) 6= 0 und

b) bestimmen Sie
∫

R
f(x) dx.

Einige nützliche Formeln:

∫
2π

0

sin2(t)dt =

∫
2π

0

cos2(t)dt = π

∫
sinn(ax) cosm(ax) dx =

sinn+1(ax) cosm−1(ax)

a(n + m)

+
m − 1

n + m

∫
sinn(ax) cosm−2(ax) dx n,m ∈ N0, n > 0

∞∑

k=0

qk =
1

1 − q
für |q| < 1

Viel Erfolg!
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