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Aufgabe 1: (4+2 Punkte)

Für f : R
n → C ∪ {∞} sei

‖f‖1 := inf{In(ϕ) | ϕ ist Hüllreihe von f}.

a) Zeigen Sie, dass ‖.‖1 eine Halbnorm ist, dass also für α ∈ C und f, g : R
n → C ∪ {∞}

gilt

1. ‖f‖1 ≥ 0,

2. ‖αf‖1 = |α|‖f‖1,

3. ‖f + g‖1 ≤ ‖f‖1 + ‖g‖1.

b) Zeigen Sie (mit einem Gegenbeispiel), dass ‖.‖1 tatsächlich keine Norm ist, dass also
aus ‖f‖1 = 0 nicht f = 0 folgt.

Aufgabe 2: (4+2 Punkte)

Gegeben sei f : [0, 1] → R definiert durch f(x) := x3.

a) Konstruieren Sie eine Folge ϕk von Treppenfunktionen, für die gilt

lim
k→∞

‖f − ϕk‖1 = 0.

b) Berechnen Sie
∫

[1,0]

f(x) dx := lim
k→∞

I1(ϕk).

(Tipp: Man benötigt evtl. die Relationen
∑k

i=0 i3 = k2(k+1)2

4
,

∑k

i=0 i2 = 2k3+3k2+k
6

und
∑k

i=0 i = k(k+1)
2

.)

Bitte wenden!



Aufgabe 3: (2+2+2 Punkte)

Überprüfen Sie anhand der Definition der Lebesgue-Integrierbarkeit, ob die folgenden Funk-
tionen fi : R → R ∪ {∞}, i = 1, 2, 3, Lebesgue-integriebar sind:

a) f1(x) :=

{

∞ für x = 0
0 für x 6= 0

b) f2(x) :=

{

∞ für x ∈ [−1, 1]
0 für x /∈ [−1, 1]

c) f3(x) :=

{

0 für x < 0
x für x ≥ 0

Aufgabe 4: (2+2+2+2+2 Punkte)

Es sei f : R
2 → R gegeben durch

f(x, y) :=

{

x2
−y2

(x2+y2)2
für (x, y) 6= (0, 0)

0 sonst.

a) Weisen Sie nach, dass die Restriktion von f auf R
2\{(0, 0)} stetig ist.

b) Berechnen Sie die Limites limt→0 f(t, 0) und limt→0 f(t, t). Ist f in R
2 stetig? Ist f

Lebesgue-integrierbar auf [0, 1] × [0, 1] ?

c) Zeigen Sie, dass x → f(x, y) für alle y ∈ (0, 1) Riemann- und Lebesgue-integrierbar in
[0, 1] ist.

d) Geben Sie F2(y) :=
∫ 1

0
f(x, y) dx für y ∈ (0, 1) an und berechnen Sie

∫ 1

0
F2(y) dy.

e) Berechnen Sie nun
∫ 1

0

(

∫ 1

0
f(x, y) dy

)

dx.

Viel Erfolg!


