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Aufgabenblatt 3

Abgabe der Losungen am 08.05.2008 in der Vorlesung (2 Wochen Bearbeitungszeit!).
Ab dem 06.05.2008 werden die Aufgabenblitter dienstags ausgegeben. Die Abgabe der be-
arbeiteten Aufgaben erfolgt dann immer donnerstags in der darauffolgenden Woche (9 Tage
spéter).

Aufgabe 1: (10 Punkte)
Zeigen Sie mit Hilfe des Differentialformenkalkiils, dass fiir f,g € C*(R*R) und X,Y €
C>=(R3; R3) gilt:
a)  grad(fg) = f grad(g) + g grad(f),

) div(fX) = f div(X) + (grad(f), X),

) rot(fX) = f rot(X) + grad(f) x X,
)
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grad((X,Y)) = X xrot(Y) + (X, grad)Y + Y x rot(X) + (Y, grad) X,
rot(X xY) =X div(Y) — (X, grad)Y — Y div(X) + (Y, grad) X.
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Aufgabe 2: (8 Punkte)

Es seien B € C*°(R?; R) ein ortsabhéingiges Magnetfeld und w € Q*(R? x R?) eine Zweiform
gegeben durch

3
W = Zd% A dv,- + Bl dQQ A dQ3 + Bg dq3 A dq1 + Bg dq1 A dQQ.
i=1

a) Berechnen Sie fiir Vektorfelder X, Y : R® — RS die Funktion w(X,Y) : R® — R.
b) Berechnen Sie fiir H : R® — R, H(q,v) := 1|v||* die Einsform dH und dH(Y).

¢) Geben Sie die eindeutige Losung Xy der Gleichung w(Xg,Y) = dH(Y) an, wobei
Y : RS — RS,

d) Schreiben Sie die Differentialgleichung © = Xpg(x) in Orts- und Geschwindigkeitskoor-
dinaten (z = (¢,v) € R? x R?), wobei & := %

Bitte wenden!



Aufgabe 3: (6 Punkte)
Die Feldstirke F' € Q2(R*) sei durch

3
F = Bl dIQ N d$3 —+ B2 dLU3 N dl‘l —+ B3 dl‘l N dIQ + ZEZ dSL’Z /\dl‘4
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gegeben. Dabei ist z := (21,79, 23) € R3 ein Punkt im Raum und ¢ := z, die Zeit. AuBer-
dem bezeichnen E := (Ej, By, E3) € C®(R*; R3) das elektrische und B := (B, By, B3) €
C>(R* R?) das magnetische Feld.

a) Zeigen Sie, dass die homogene Maxwell-Gleichung dF = 0 dquivalent ist zu

div,(B) =0, %—? = —rot,(F).

b) Aus dem Poincaré-Lemma schliefen wir auf die Existenz eines sogenannten Eichfeldes
A € QYR*) mit F = dA und der Darstellung A = 3% A; dx; + ¢ dxs. Berechnen
Sie d A und schreiben Sie das elektrische und das magnetische Feld als Funktionen von
A= (Ay, Ay, A3) € C®(R:;R?) und ¢ € C°(RY:; R).

Aufgabe 4: (6 Punkte)

Die Polarkoordinaten in drei Dimensionen sind gegeben durch

#1
0= 1o | :R" x(0,7) x (0,27) — R?

3
mit
1(r,0,7) = rcosfcosip

wa(r,0,¢) = rcosfsiny
w3(r,0,1¢) = rsind.

Berechnen Sie
a) p*dx, p*dy, p*dz,
b) ¢*dz A dy, p*dx A dz, p*dy A dz und

c) p*dx Ndy A dz.

Viel Erfolg!



